Warnhinweis

Bei diesen ,Losungen” handelt es sich um
Losungsskizzen, Ansatze und Endergebnisse.
Die ,Losungen” konnen nicht als Muster fur

Klausur-Losungen angesehen werden.

AulRerdem wurden die ,,Losungen” nicht
noch einmal auf ihre Richtigkeit kontrolliert

und konnen Fehler enthalten.

Diese ,,Losungen” dienen lediglich zum
Abgleich eurer Ergebnisse. Wenn ihr unsicher
seid, fragt lieber noch einmal nach.
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MATHEMATIK

Mathe

O * 43’
00 AN
Folgen 00 6 Nacht |/

VERBINDET

1. Aufgabe:

1

Die Folge (ay,) sei rekursiv definiert durch a; := 0 und a1 :=1— T

Behauptung: Die Folge (a,) ist monoton wachsend, beschrinkt und hat den Grenzwert \/52’1.

Beweis: Wir beweisen die Monotonie mittels vollstandiger Induktion.
Induktionsanfang: Esist 0 <a; =0< % = ao.
Induktionsvoraussetzung: Sei n € N so, dass 0 < an < a,,41 gilt.

Induktionsschritt: Angenommen a, s < 0. Dann ist 1 < . Das ist dquivalent zu: a,41 < —1 und das

1
2+ant1
ist ein Widerspruch zu 0 < an < an41. Somit ist a,42 > 0.

Es gilt: 2 <2+ a, <2+ ays1. Damit gilt auch: L>_1 > _ 1  Nunist Gpt2 = 1 —

2 — 24an — 24an41
1 1
=57 21—35 > 0.

1
24apy1 —

1
2
Es folgt: 0 < a, < ayyq fiir alle n € N.

Da fiir alle n € N gilt: ap41 :=1— ﬁ < 1, ist die Folge (a,) nach oben durch die 1 beschrankt und durch

die 0 nach unten beschrénkt, wie bereits oben gezeigt.

Mit der Vorlesung wissen wir nun, dass (a,) konvergiert, da (a,) beschrankt und monoton ist. Sei dazu der

Grenzwert a := lim a,.

n— oo
_1
2+4a’

fiir a® +a — 1 = 0 erhélt man a5 = -+ \/g. Da a > 0 gilt, folgt a = %

Es gilt demnacha = 1— das ist dquivalent zu a(2+a)—(2+a)+1 = 0 und mittels Nullstellenberechnung

2. Aufgabe:
i _ _ (3n+6)—(3n+1) __ 5 . . o
a) Esista, =v3n+6—3n+1= Ty e Sy T und damit nh_)rr;oan =0.
b
b) Angenommen by, konvergiert gegen einen Grenzwert d. Dann gilt lim % — 0 und das ist ein
n—oo 2N

Widerspruch dazu, dass sin(2n) nicht gegen 0 geht fir n — oo.

n2 | /(3yn
c) Esist ¢, = "231'_)_/157 = ﬁ;i") und das geht fiir n — oo gegen 0.
37

6n° + 1 6+
d) Esist lim d, = lim 37174_: lim 17"36:6.
n— oo n—oons —n+6 n—><>o17nf2+F

n

e) Esgilt lim 3—' = 0.

n—oo M!



3. Aufgabe:

Bestimme alle Haufungspunkte der nachfolgenden Zahlenfolgen:

a)

b)

d)

5)
)

1+(=7)% _ prtl

Fur n = 2k betrachte aq := e — = T1— — 1,n — oo.
_\2k+1 S .
Fiir n = 2k + 1 betrachte agp 41 := 1+(72le =— = —1,n— oo
6 6
Es ist by, = (2k) 6'§,§§_25k)_2 = (2§2)k156k - 62,3+5. Der hintere Part geht fiir n — oo gegen 0. Klammert

6k
. . . . . ;)6
man im vorderen Term noch (2k)% aus im Nenner und im Zéhler, so erhélt man ——%*-—. Das geht

fir k — oo gegen (25,26 und dieser Termin geht fiir & — oo gegen 0. Ist n = 2k + 1, so erhilt man

analog den Grenzwert 0.

Man kann sich fiir alle natiirlichen Zahlen m eine Teilfolge konstruieren, indem man alle n # m aus der
Folge ¢, streicht und die Folge (m, m,m,...) erhélt, indem man die Folgenglieder neu sortiert, sodass
alle natiirlichen Zahlen Haufungspunkte der Folge ¢,, sind.

-1 6n
r ) =e % (Nach Vorlesung)

lim d,, = (

n—oo n
én = 3177: konvergiert gegen 0 mit Aufgabe 2e, sodass nach VL 0 der einzige Haufungspunkt ist.

fn == 14"+ (=1)" hat (mittels Wahl von n = 4n,4n+1,4n+2, 4n+2) die Hiufungspunkte —1+:,0, —1—i
und 2.

4. Aufgabe:

Zeige, dass die durch a; := 1 und a,41 := a2 + a,, definierte Folge keine Cauchy-Folge ist.

Beweis: Wir zeigen zuerst per Induktion, dass fiir alle n € N gilt, dass 0 < a,, gilt. Induktionsanfang: Es
ista; =1>0.

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N so, dass 0 < an gilt.

Induktionsschritt: Es ist afl > 0, da a, > 0, also ist a,+1 = a% +a, > 0.

Insgesamt folgt die Behauptung. Damit ist a1 = a2 + a, = an(1 + a,) > a, und somit gilt |a, 11 — an| =
la2 + an, — an| = |a%2| > a? = 1. Damit handelt es sich um keine Cauchy-Folge, also ist die Folge nach
Vorlesung auch nicht konvergent.



5. Aufgabe: (nur fir Bachelor)

Beweise die folgenden Aussagen.

O (an) konvergiert genau dann gegen a, wenn (a, — a) gegen 0 konvergiert.

Beweis: Es gelte (a,) — a,n — co. Dann existiert ein N € N fiir alle ¢ > 0 so, dass fir alle n > N
gilt: ||a, —al| < e. Das ist dquivalent zu ||a, —a —0|| < € und das ist gleichbedeutend zu (a, —a) — 0,
n — oo.

O Es gelte (a,) = a und b, —a, — 0, n — oco. Sei ¢ > 0 beliebig. Aus den Voraussetzungen gibt
es ein N € N so, dass fiir alle n > N gilt: ||a, —al < §,[|bn — an| < §. Damit folgt: ||b, —al| =
1br, — an + an — all < ||by, — an|| + |lan — al] < e. Also folgt b, — a,n — oo.

6. Aufgabe:

Welche Aussage ist richtig? Finde fiir falsche Aussagen ein Gegenbeispiel und beweise richtige Aussagen.

v Seien (ay), (by) beschrinkte Zahlenfolgen. Dann existieren M, N > 0 so, dass |a,| < M und |b,| < N
gilt. Dann ist |a,||b,| = |anbn| < NM.

x (=)

x Definiere a,, := 2+(;1)n, dann ist a1 = 1,a9 =
konvergent.

N

,as = %, das heifit a, ist nicht monoton, aber

x Es konvergiert (—1)"% gegen 0 fiir n — oo, ist aber keine monotone Folge.
x (—=1)" mit 1 und —1
v Aquivalent zur Definition

x Sei n € N, dann konvergiert 1n gegen 1.

n



MATHEMATIK
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Losungen - Reihen OO Nacht

O OO
VERBINDET

1. Aufgabe: (Einstieg)

1

o0
a) Die Hohe des Turmes wird beschrieben durch die harmonische Reihe H Z =
k=1

Eine Abschitzung, die die Divergenz zeigt, sieht so aus:

111 1 1 1 1
H=14+-+(GZ+)+(z+=z+=+2)+...
+2+%+4yu5+6+7+g+
111 1 1 1 1
H>14-4+(=+)+(c+=+=4+2)+..
> +2+Q+4%H8+8+8+Q+
111
H>14+-+-+-+..
2l+g+5+5+

Mathe

=

Da die Reihe divergiert, gibt es keine obere Schranke fiir die Hohe des Turms und damit kann kein

Kran ihn errichten.

— 1
a) Die Fliche der Vorderseite wird durch die Reihe: F' = Z w2 beschrieben. Diese Reihe konvergiert

k=1

gegen %2 ~ 1,64 und man kann die Flache also mit einer relativ kleinen Menge Farbe rot farben.

2. Aufgabe: (Konvergenzkriterien)

a) Die Konvergenz dieser Reihe kann mit dem Quotientenkriterium nachgewiesen werden:

ok+1 3 B
kli_mo | ——— E 2k| k_>oo2~ (m)d =2 > 1. Damit divergiert die Reihe.

b) Da /n — 1, fiir n — oo konvergiert, ist das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt und die

Reihe divergiert.

c) Esist C:= Z DA 4 1)2

—0+221+0+223+0+22*+0+m
1

:20+2—2+2 4 22—2k Z _Q)k:Z(Z)k'

k=0 k=0

4
Dies entspricht einer konvergierenden, geometrischen Reihe mit C' = =3



d) Die Konvergenz dieser Reihe kann mit dem Quotientenkriterium nachgewiesen werden:

k+1)!
lim || = Jim TR lim P kDU
k—oo  Qp T koo ]l:—ll T koo k!- (k + 1)k+1
Kk 1 1 1
= lim ——— = lim o= =-<1.

1
) lim (1+-)F €
oy
e) Fiir diese Reihe (E :=Reihe) nutzen wir eine Fallunterscheidung:

Ea n ]Et erade. E —
n=0 n

on + 2 on + 2 )
A dung des Wurzelkriteri liefert: li {(—=)" =1l =-<1.
nwendung des Wurzelkriteriums liefer 1£n_>sol<1)p (Gn n 2) lgl—i%p( . 2) G

oo oo

. Sn+2,._, 6n+2. .,
2. Fall: n ist ungerade: E = n§:0(6n n 2) = n§:0(5n n 2) .
[ 6n+ 2 6n + 2 6
Analoge liefert das Wurzelkriterium: li7rln_>s;1]p \ (5Z I 2)n = h;n—igp%z I 2) == > 1.

Da die beiden Haufungspunkte verschieden sind, divergiert die Reihe.

1+1

n2

f) Da die Reihe Z konvergiert und eine Majorante (|cos(n)| < 1) ist, konvergiert auch die Reihe
n=1
I aus der Aufgabe.

g) Mit dem Quotientenkriterium kann die Divergenz der Reihe gezeigt werden:

n 3 n
Ottty _ Sy
G, 1+an
2 1 1 1
h) Nach dem Wurzelkriterium ist { Knil)n | = (nj—l)n = (?)" = W — =

3. Aufgabe: (Reihenwerte)

4
Der Reihenwert von ¢) C' = — wurde schon in Aufgabe 2 gezeigt.

Die zweite Reihe kann mit Partialbruchzerlegung umgewandelt werden:

I 1 1+ k—k 3242k —2k 1 (2k+1-2k+1) 1 2k+1)—(2k—1)
4k2 -1 (2k—1)2k+1) (k-1 2k+1) (2k—1)2k+1) 2 k—1)(2k+1) 2 (2k—-1)(2k+1)
1 2k + 1 2%k —1 1 1
5 (i i ) =3 Gr—1~ s 1)

2 “(2k—1)2k+1) (2k—1D(R2k+1)" 2 ‘2%k—-1 2k+1
Damit kann man also die Reihe als Teleskopsumme auflésen:
=1 =1 1 1 1 & 1 1 1 1 1

—_— 7.7—7:1. —_ —7:1' —_ — =
;41@2—1 ;2 T Sy DAL ;(21@—1 ST LA S v T Y
1 1
— 1=z,

2 2



4. Aufgabe:

a) Es ist
k+1
Ak+1 LRS! (:C + 1) 1 1
= =|-(z+1)|=<lz+1
e = T | = ek Dl = gl

Das heifit fiir |« + 1| < 2, also fiir € (=3, 1) ist die Reihe konvergent und fiir < —3 und = > 1 ist
die Reihe divergent.
Fir x = 1 wird die Reihe zu

2272 =Y 1=1+1+1+..
k=0 k=0
diese konvergiert offensichtlich nicht.
Fiir z = —3 wird die Reihe zu
— 1 2)k - k
227 F=> (=1 -14+1-1+1-..
k=0 k=0

welche auch offensichtlich nicht konvergiert.

b) Es ist

ag 5 (2)%k

Das heifit fiir |22| < 2, also fiir 2 € (—+/2, sqrt2) ist die Reihe konvergent und fiir * < —/2 und 2 > /2
ist die Reihe divergent.
Fiir x = ++v/2 wird die Reihe zu

Zik =21=1+1+1+...
k=0 k=0

welche offensichtlich nicht konvergiert.
5. Aufgabe: (Cauchy-Produkt/Faltungsreihe)
a) Da ﬁ eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium. Fiir

1 1
n > 1 ist aber — > — und damit konvergiert die Reihe nicht absolut (Minoranten-Kriterium).
n

vn

b) Es gilt
n ( 1)k+1 ( 1)n—k+1 n ( l)n
Cp = = —_—
=1 \/E \/F —k 1 \/E\/ni —k
Da

1

-n" 1 " (=)
EﬁﬁﬁM“w;mme%%ﬁ);ﬁﬁ

ist die Reihe iiber ¢, divergent, denn die Koeffizienten bilden keine Nullfolge.
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1. Aufgabe: (Einstieg)

Losungen findet man bei den Aufgaben.

2. Aufgabe: (Injektivitdt und Surjektivitit)

a)

b)

Seien x1,x2 € X mit f(x1) = f(x2) beliebig.

Dann ist g(f(z1)) = g(f(x2)). Das heifit (g o f)(z1) = (g o f)(z2). Dann ist aber nach Definition von
(g o f) auch schon z7 = 25 und f injektiv.

Nun sei € X beliebig.

Wiahle y = f(z), dann ist g(y) = ¢g(f(x)) = = und damit y ein Urbild von z unter g und g somit
surjektiv.

Sei X =R, und Y =R. f(z) =/ und g(x) = 2.
Dann ist g(f(z)) = (y/x)? = x, aber f ist nicht surjektiv und g ist nicht injektiv.

3. Aufgabe: (Stetigkeit)

a)

b) Zusatz:

Fir = # 0 ist die Funktion stetig, da sie eine Verkniipfung von stetigen Funktionen ist.
Fiir zop = 0 miissen wir iiberpriifen, dass lim, o, he(z) = lim,_o_ ha(x) = b.

] +2 y —z+2 2

lim hy(z) = lim = lim = -
x—0_ r—0_ |;I,'| +a z—=0_ —x + a a
2 2 2

lim hy(z) = lim o] + = lm ZF2_Z
204 =04 |[z|+a =0 x+a a

Definiert man also b := %, so ist hy auch in xg = 0 stetig und damit auf ganz R.

Setzt man a = 0 und tberpriift den rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle £y = 0 mit der Nullfolge

T, = 2

=

so erhélt man:

: : , 2 .
Jlizg, ho(e) = lim ho(wn) = i 1+ 7 =1+ lim 20

Da dieser Grenzwert nicht existiert, kann auch die Funktion nicht stetig sein, egal wie man b wéhlt.



4. Aufgabe:

a) Definieren wir f(z) := sin(2z) — %-s-s’ so erhalten wir, dass die Funktion an den Réndern des Intervalls
(0,1) verschiedene Vorzeichen hat, denn:

F£(0) = sin(0) — % <0

f(1) =sin(1) — i >0

Mit dem Nullstellensatz folgt also, dass f im Intervall (0, 1) eine Nullstelle f(xq) = 0 besitzt und damit
ist 0 = sin(xg) — ﬁ und sin(zg) = ﬁ
b) Wir betrachten die Funktion f(z) = eV® — sin(x) — 2 auf dem Intervall [1,2].
Esist f(1) = e—sin(1)—2~ —0,12 < 0 und f(2) = e¥2 — sin(2) —2 ~ 1,2 > 0. Damit existiert nach
dem Nullstellensatz ein zg € [1,2] mit f(z) = 0 und damit evV® = sin(zg) + 2.

c) Es ist g(z) < 1 und gleichzeitig f(z) = ¢Y9 = 1 aber f(z) streng monoton wachsend. Daraus ergibt
sich, dass es keinen Schnittpunkt der beiden Funktionen fiir z > 0 geben kann.

5. Aufgabe: (Nur fiir Bachelor)

a) Es gilt
FO+1) = F(0) _ K- f(h) = 0* - £(0)
h h

=h-f(h)—=0, h—0.

Die Konvergenz gilt nur, weil |f(h)| < M fiir ein M > 0 und daher

|h- f(h)| < M-|h| =0, h—D0.

b) Wir definieren uns die Funktion f : [0, +00) — R mit

f(a) =log(1 +2) - 11—

Die Funktion ist nach den Permanenzeigenschaften der Vorlesung differenzierbar fiir > —1 mit

1 (I+2z)—x x

f@) =37 1+2)2  (1+a)?2

Fir > 0 ist die Ableitung auch gréfler Null. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt
es fir jedes > 0 ein y € (0,x) mit

0< f'(y) =

flz) = f(0) _ f(x)
0

T —

Da x > 0 muss auch f(z) > 0 gelten, also die Behauptung.
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1. Aufgabe:

a)
zz{xeA:Br(x)CAﬁireinr>0}

OA={z € A:Vr>0:B.(x)NA# D und B.(z) N (X \ A) #0}
b) zB. (R,|-]) und R D> A = {1}
c)
Q=10
Weil Q in R dicht ist. Fir jeden offenen Ball um eine rationale Zahl liegt eine irrationale Zahl auch in

dem Ball. Es gibt also keine inneren Punkte. Und weil jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine
rationale approximiert werden kann

Q=R

d) Die rationalen Zahlen sind in den reellen Zahlen nicht offen, da es keine inneren Punkte gibt. Ebenso
wenig sind die rationalen Zahlen in den reellen abgeschlossen.

2. Aufgabe:

Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) A C X heiit folgenkompakt, falls fiir jede Folge (z,,) C A eine konvergente Teilfolge (z,, ) existiert
mit z,, — € A.

b) R ist nicht folgenkompakt. Die Folge x,, = n hat keine konvergente Teilfolge.

c) Sei A folgenkompakt und (y,,) C f(A). Dann gibt es fiir jedes n ein x, € A mit y, = f(zn).

Da die Folge (z,) C A und A folgenkompakt ist, gibt es eine Teilfolge, sodass z,,, gegen ein z € A
konvergiert. Weil f stetig ist, konvergiert also auch y,, = f(zn,) gegen f(z) € A.

3. Aufgabe:

a) Eine Abbildung f : (X,d;) — (Y,d,) zwischen zwei metrischen Réumen heiit Kontraktion, wenn es
eine reelle Zahl k < 1 gibt mit der Eigenschaft

dy (f(z), f(2)) < kdy(2,7) 2,5€X

a) Eine kontraktive Selbstabbildung f eines metrischen Raumes (X, d) in sich besitzt einen eindeutig
bestimmten Punkt zy € X mit der Eigenschaft

f(zo) = x0



a) Es muss gepriift werden, ob das Bild von f in [0,1] liegt. Das abgeschlossene Intervall [0,1] mit der
Betragsmetrik ist ein metrischer Raum.

Esist f(0)=1>0und f(1) < %+ §log (1 + (g)2) < 1. Auflerdem ist die Ableitung

1 1

1
! - .9.arct R
f(z) 41 + arctan®(x) arctan(z) 1+ 22

in [0,1] stets positiv. Also ist f([0,1]) C [0,1]. f ist also eine Selbstabbildung.
Der Mittelwertsatz besagt fiir x <y, z,y € [0,]1]

R G C

Die Ableitung kann aber abgeschétz werden mit

1

1 1 T
41 + arctan?®(z)

1L o7 ~ T
1+ 02 2 1402 4

g

f'(z)

-2 -arctan(z) <

Also ist f eine Kontraktion und der Fixpunktsatz liefert die eindeutige Existenz des Fixpunktes.
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1. Aufgabe: (Taylor)
a) Die Funktion ist in D(f) 3-mal differenzierbar mit
o —sin(z) Mgy — -1
fi(z) = cos(z) (@) cos(z)?

Dann gilt nach der Taylorschen Formel

1) = 10+ 7O - 0)+ T (@ - 07 4 ot 0
= log(cos(0)) + _Czlsr(l(()())) ST+ 2(:0_8(0)2 2% 4+ Ry(,0)
= —2% + Ry(x,0)

Also ist p(z) = —2%.
b) Nach dem Satz von Taylor ist fiir f(z) =sin(z) und 2o =0
f(@) = f(0) + f'(0) - (x = 0) + Ra(x,0).
Mit f/(z) = cos(z) ergibt sich

sin(z) =041 -2+ Ri(z,0) < sin(z) —z = Ry(x,0).

Fiir das Restglied in z € (0, 1) wissen wir laut der Formel von Taylor, dass es ein £ € (0,z) gibt mit

Ry(z,0) = f’;(!x) z? = _Si;(x) - z?

In (0,1) ist die Sinus-Funktion positiv, also gilt
sin(z) —z = Ry(z) <0
und damit die Behauptung.

2. Aufgabe: (L’Hospital)

a) Ja. Wir kénnen umformen zu




Da sowohl der Zahler als auch Nenner gegen Null konvergieren, wenn z — 0, kdnnen wir die Regel von
I’Hospital anwenden und erhalten
—1—=x . e’ —1
- - lim—_—

=0 T-e¥ —x z—0 e? + xe? — 1
Da immer noch sowohl der Zahler, als auch Nenner gegen Null konvergieren, wenden wir die Regel
noch einmal an und erhalten

. et —1 . e’ 1 1
lim ———— = lim = = -
z—0e? +xet* —1 z—=0e+e4xe* 14140 2

b) Ja, denn nach der Regel von I"'Hospital gilt

Wenn man a = 1 setzt, ist die Funktion f in x = 0 stetig laut der Folgendefinition. Fiir alle anderen
x ist die Funktion als Komposition von stetigen Funktion stetig.

3. Aufgabe: (Riemann-Integrale)
a) Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine Teilmenge

Z ={xg,x1,22,...,2} C [a,b]

mita =29 < a1 <29 <...<xz, =b. Eine Ober- und Untersumme zu Z ist dann

Z,f)= Z |z; —xi—1| - sup  f(x)
i=1

z€[Ti_1,T4]

n

UZ.f) = |oi— |- _inf  f(x)

P r€[Ti—1,T4]

Wenn infz, O(Zy, f) = supy, U(Z2, f) gilt, dann heiit f Riemann-integrierbar.

b) In dieser Zerlegung sind alle Intervalle gleich lang, d.h. |x;11 — z;| = % Da f eine monoton steigende
Funktion ist, ist das Supremum in einem Intervall [z;_1, z;] der Funktionswerte f(x;) und das Infimum
f(z;—1). Damit folgt als Teleskopsumme

0(Z, f)- Z f(:) Z% fziiq) (foz 2—: (l))zf(xn);f(%):f(b);f(a
- i=1 =0

Da n € N beliebig grofl gewihlt werden kann, wird die Differenz beliebig klein. Laut Vorlesung (16.3.)
ist f Riemann-integrierbar.



